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Abstract

   In this paper, we'll introduce a kind of O(F)-LOOP operator, which will lead to a hierarchy of any recursive functions: O(F)=  O(F)n. We've proved that this hierarchy corresponds to the speed-up theorem, i.e. given any  r(x)∈O(F)_i, there is a language having O(F)i+1 complexity which can be speeded up by r(x), and also there is a r(x) in O(F)i, so that any language having O(F)i complexity cannot be speeded up by r(x). Through this, we can grasp the soul of Speed-up theorem in a more higher level.

                                 摘要

    本文引进一种 O(F)-LOOP 算子，通过该算子可对一般递归函数集进行分层，且该算子对应于计算复杂性中的加速定理。由此我们得到加速定理的定量描述。

                  §１  引    言

    Grzegorczyk 在文 [6] 中对原始递归函数进行分层, 这种分层等价于通过递归算子的使用次数而对原始 递归函数进行的分层，但这种分层仅仅是对应于原始递归函数的。那么原始递归函数以外呢？本文将引进一种 O(F)-LOOP 算子，由它出发 可对任意的递归函数集进行分层，同时我们证明了 Grzegorczyk 的分层与本文的 分层具有非常良好的性质: 它们对应于加速定理。

                      §２   程序语言 O(F)-LOOP

以下各节的研究基于一种程序语言 O(F)-LOOP，为此我们先来介绍这种语言。本语言中,用一些 字符表示 变量. 特别地，将
                       X1, X2, … 和 Y

分别称为输入变量和输出变量，将

                          Z1, Z2, … 

称为局部变量。

    O(F)-LOOP 的指令共有以下六种：
1. V←0                (零指令)
2. V←V+1              (加 1 指令)
3. V←V’              (赋值指令)
4. LOOP V              (循环指令)
5. END                 (循环返回指令)
6. V←O(f(v1,…,Vn))    (f∈F, 本指令称为 Oracle 指令)

   定义2.1 设 F 为一给定函数集，则 O(F)-LOOP 程序 P 可计算函数 g(x1,…,xn)是指对于任意输入 X1=x1, X2=x2, …, Xn=xn 程序 P 的输出 Y 为 g(x1,…,xn)

    例如：对于下述程序 P

              Z1←X1+1

              Z2←Z2+1

              LOOP Z2
                  Z2←Z2+1

              END

              Z3←O(f(Z2))    (f∈F)

              Y←Z3
    设输入 x1=1, x2=2。程序执行到第三条指令 LOOP Z2 时，Z2=3，故由第三到第五条指令组成的循环体重 复执行三次。注意：循环体内第四条指令使 Z2值发生变化，但这不再影响本循环重复执行的次数。程序执行 完毕后输出 y=f(6)。事实上，本程序所能计算的函数为 y=f(2x_1+4)。

定义2.2 容许循环指令最多嵌套 n 层的所有 O(F)-LOOP 程序组成的集合记为 O(F)-LOOPn。

    显然，∪O(F)-LOOP_n 就是所有 O(F)-LOOP 程序的集合。

                        §３  E-Ackermann 函数

    为了方便起见，以下各节都假定： F={f1, …, fm} 是满足下述条件的有穷函数集：

    (1). 对于 1≤i≤m，fi(x) 是全定义的；

    (2). f1(x)=x+2, f2(x,y)=max{x,y}；

    (3). 3≤i≤m 时，fi(x1,…,xn) 对于每一分量都是单调不减的。

    定义3.1 定义以 F 为基始的 E-Ackermann 函数 AF(m,n) 为：

         AF(0,0)=1,    AF(0,1)=2,

         AF(0,n)=max{f1(n),f2(n,n),…,fm(n,…,n)}  (n≥2)   

         AF(m+1,n+1)=AF(m,AF(m+1,n))

并称如下定义的函数序列 {u_n(x)} 为 A_F(m,n) 导出的层次函数：

         un(x)=AF(n,x)

易知

         u0(0)=1,   u_0(1)=2,

         u0(x)=max{x+2,x,f3(x,…,x),…,fm(x,…,x)}  (x≥2)

         un+1(x)=un(x)(1)

这里 u_n^{(x)}=u_n…u_n(1)

    下边我们给出 {un(x)} 的一些基本性质：

    性质3.1 un+1(x+1)=un(un+1(x))

    性质3.2 un(k)(x)≥k

    性质3.3 un(x)>x

    性质3.4 un(x+1)>un(x)

    性质3.5 un+1(x)≥un(x)

    性质3.6 un(k+1)(x)>un(k)(x)

    性质3.7 un(k+1)(x)≥2*un(k)(x)  (n≥1)

    性质3.8 un(k+1)≥un(k)(x)+x

    性质3.9 un(k)(x)≥2k*x

    以上各性质的证明完全同于 [1] 中 Ackermann 函数类似性质的证明，这里从略。

    性质3.10 对于是一切 n, k, un+1(x)>un(k)(x)   a.e.

    证明  n=0 时，因为对于 x>1, u0(x)>x+2, u1(m)=u0(m)(1)>2m-1, 所以对于任意 k，当 x>2k+1时,u0(x-k)(1) >2(x-k)-1=2x-2k-1>x, 即 x>2k+1 时 u_1(x)=u0(k)(u0(x-k)(1))>u_0^{(k)}(x).

    n≠0 时，施归纳于 k，k=0 则 un+1(x)>x=un(0)(x)

    设结论对 k 成立，则

    un(k+1)(x)<un(k+1)(2x-4)  a.e

    ≤un(k+1)(u1(x-2))≤un(k+1)(un(x-2))=un(2)(un(k)(x-2))

≤un(2)(un+1(x-2))  (a.e.) 
=un(2)(un(x-2)(1))=un+1(x)

    性质3.11 当 n>2 时，un(x)>x2 a.e.

证明      u1(x)≥2x  a.e., 
u2(x)≥2x>x2 a.e., 
un(x)>u2(x)>x2 a.e. (n>2).

                         §４ O(F)-LOOP 函数

    定义4.1  设 F 为上节定义的函数集，则将 O(F)-LOOP 程序所能计算的函数全体称为 O(F)-LOOP 函数 集，记为 O(F)。将 O(F)-LOOPn 程序所能计算的函数全体记为 O(F)n.

    显然，有  O(F)=∪O(F)n
    对于 f(x)∈O(F)，我们称 f(x) 可由 F 出发经 O(F)-LOOP 算子运算而得。

    定义4.2  设 P 是一 O(F)-LOOP 程序，则我们以如下方式定义Ｐ的时间、空间和时空复杂度。时间复杂 度 TP(x1,…,xn) 指对于输入 (x1, …, xn)，程序Ｐ在执行过程中所执行的零指令、加１指令、赋值指令和 Oracle 指令数的总和。空间复杂度 SP(x1, …, xn) 指对于输入 (x1,…,xn)，程序Ｐ在执行过程 中各个输入变量、中间变量和输出变量所曾达到的最大值。时空复杂度定义为：STP(x1,…,xn)=max{SP(x1,…,xn), TP(x1,…xn)}

    定理4.1 设 P∈O(F)-LOOPn，则 ST_P(x1,…,xn)∈O(F)n.

    证明  在程序 P 前边添加两条指令：S←0, T←0, 其中 T、S 为 P 中未出现过的二中间变量。在 P 的 每一条零指令、加１指令和 Oracle 指令后边添加两条指令 T←T+1, S←O(max(S,V)), 其中 V 为前边一条 指令中值发生变化的那个变量。在Ｐ的最后加指令 Y←O(max(T,S))。从而得到一新程序 P'。显然， P'∈  O(F)-LOOPn，且 P'能够计算 STP(x1,…,xn). 故 STP∈O(F)n.

    定理4.2 设 P∈O(F)-LOOPn, 则存在 k, 使得

             STP(x1,…,xn)≤un(k)(max(x1,…,xm))

    证明  以下记 v=max(x1,…,xm), 对 n 施归纳法. n=0 时，P 中无 LOOP-END 指令, 不仿设 P 共有 k 条指令。则有

        STP(x1,…,xm)≤u0(k)(v)   

    设对于 n-1 结论已成立。则

    (1). 当 P∈O(F)-LOOPn-1 时，由归纳假定，存在 k，使得 STP(x1,…,xm)≤un-1(k)(v)≤un(k)(v) 成立。

    (2). 当 P 具有如下形式

           LOOP V

              Q

           END

时, 其中 Q∈O(F)-LOOPn-1。由归纳假定，存在 k 使得

        SQ(X1,…,xm)≤STQ(x1,…,xm)≤un-1(k)(v)

        TQ(X1,…,xm)≤STQ(x1,…,xm)≤un-1(k)(v)    

故，当循环体Ｑ执行一次后，各变量的最大可能值为 un-1(k)(v)；当循环体Ｑ执行两次后，各变量的最大可能值 为 un-1(2k)(v)； 依次类推可得：SP(x1,…,xm)≤un-1(vk)(v)≤un-1(vk+1)(v)≤un-1(v(k+1))(1)≤un-1(v    )(1)≤un-1(      )(1)≤un-1(       )(1)=un(un(k+1)(v))=un(k+2)(v).

  反复利用性质3.8, 可得：TP(x1,…,xm)≤un-1(k)(v)+un-1(2k)(v)+…un-1(vk)(v)≤un-1(k+1+k)(v)+un-1(3k)(v)+…un-1(vk)(v)≤…≤un-1(vk+1)(v)≤…≤un(k+2)(v).

    所以 STP(x1,…,xm)≤un(k+2)(v)

    (3). 当 P 具有如下形式

               Q0
            LOOP V1
               P1
            END

               Q1
              …

            LOOP Vr
               Pr
            END

               Qr
时, 其中， Pi, Qi∈O(F)-LOOPn-1.

    反复利用性质3.8, 可得 STP(x1,…,xm)≤un( )(v)+un( )(un( )(v)+…+un( )(un( )(…un( )(v))…)≤…≤un( + + +s-1)(v), 至此归纳步骤完成。 

    推论  设 g∈O(F)n, 则有常数 k, 使得 g(x1,…,xm)≤un(k)(max(x1,…,xm))

    定理4.3  un+1(x)∈O(F)n+1\O(F)n, u0(x)∈O(F)0.

定理4.4 设 P 是计算 g(x1,…,xm) 的 O(F)-LOOP 程序，如对于 n≥2，存在常数 k, 使得 ST_P(x1,…,xm) ≤ un(k)(max(x1,…,xm)), 则有 g∈O(F)n. 
    以上二定理证明完全类似于[1]中 Ackermann 函数及 LOOP 程序相应性质的证明，在此从略。  

                      §５  加速分层与加速定理

    定义5.1 离线图灵机 M 是具有一条带边界标志的只读输入带和 k 条单向无穷工作带的图灵机。对于每 个长为 n 的输入，如果Ｍ在每条工作带上最多扫描 S(n) 个带单元，则称Ｍ是 S(n) 空间有界的，或者说 Ｍ 具有空间复杂度 S(n)。被Ｍ接收的语言Ｌ称为具有空间复杂度 S(n).

    定义5.2 函数 S(n) 空间可构造，如果存在 S(n) 空间有界的离线图灵机Ｍ，使得对每一个 n，都有长为 n 的输入α，Ｍ对α的动作恰好用到 S(n) 个工作带单元。特别地，如果对一切长为 n 的输入Ｍ都恰好用到 S(n)  个工作带单元，则称 S(n) 是完全空间可构造的。

    性质5.1 对于任一全定义的递归函数 f(x)，总存在一函数 g(x)≥f(x)，使得 g(x) 是完全空间可构造 的。

    性质5.2 log n, nk, 2n, 和 n! 都是空间可构造的。

    性质5.3 如果 S1(n), S2(n) 是空间可构造的，则 S1(n)*S2(n), 2S(n), S_1(n)^{S(n)} 与 f(n)= S1(n)(1)= S1…S1(1) 都是空间可构造的。

    性质5.4 如果 S(n)≥n 是空间可构造的, 则 S(n) 也是完全空间可构造的。

    以上性质证明参阅[2]。

    定义5.3 称函数集序列   ,   ,… 为函数集  的一个加速分层，如果以下条件成立：

    (1). 

    (2). 

    (3). 存在完全空间可构造的函数 u0(x)，使得对于任意 k，u0(k)(x)∈  ，un(k)(x)∈  ，其中 un(x)=un-1(x)(1). 并称 {un(x)} 为该加速分层的层次函数。

    (4). 任给 f(x)     ，存在 k ，使得 f(x)≤un(k)(x).

    例5.1 原始递归函数集的 Grzegorczyk 分层是原始递归函数的一个加速分层。其中层次函数就是由 Ackermann 函数导出的层次函数。

    例5.2 如果取适当的函数集 F 使得 u0(x)=max{f1(x),f2(x,x),…,fn(x,…,x)}是完全空间可构造的。则 {O(F)n：n=0,…} 是 O(F) 的一个加速分层。    

    定义5.4 设 r(x) 是一全定义的递归函数，L 为∑={0,1} 上的语言，则我们称Ｌ可被 r(x) 加 速，如果，任给接受Ｌ的图灵机Mi，都存在接受Ｌ的另一图灵机 Mj，使得 r(Sj(x))≤Si(x),其中Si(x), Sj(x) 分别为 Mi, Mj 的空间复杂度。

    定义5.5 称语言 L 具有  复杂度，如果存在接受Ｌ的图灵机 Mi 及 f(x)∈  ,使得 Si(x)≤f(x).

    引理5.1 设 {un(x)} 是函数集   的某个加速分层的层次函数, 对于任一给定 m，如果 um(x)≥x2   a.e., 则存在语言 L 满足下述条件

    (1). 如果 Mi 接受 L, 则 Si(x)>um+1(x-i)  a.e.

    (2). 任给 k, 存在接受 L 的 M_j, 使得对于一切 x≥k, Sj≤um+1(x-k). 

    证明完全类似于 [2] 中加速定理的证明, 这里从略。 

定理5.1 设    =     为   的一个加速分层，{un(x)}为其层次函数，um(x)≥x2  a.e., 则
1. 存在 r(x)∈   , 使得任给具有    复杂度的非平凡语言 L(即最少具有线性复杂度), L不能被 r(x) 加速。
2. 任给递增函数 r(x)∈   , 存在具有    复杂度的语言 L, L 可被r(x)加速。

    在证明本定理之前，我们先对本定理作几句说明：定理中 (1) 说明加速定理并非任意加速，对于任一 给定的加速因子 r(x), 能被 r(x) 加速的语言至少要具有比 r(x) 高一级的复杂度, 即在    中。(2) 说明 了加速现象的存在性。

(1)、(2) 综合起来说明对于 r(x)∈    , 存在具有   复杂度的语言 L 可被r(x) 加速，但事实上这种加速 并未能“真正”地对Ｌ加速，因为被加速后的Ｌ的复杂度仍在   中，而未降到    中。直观上讲，就是说对 于给定的加速因子r(x), 存在一个复杂度非常大的 S(x), 使得 r(S(x)) 与 S(x) 具有同一数量级的复杂度。 因此加速定理似乎没有多少“实际”意义，因为取 r(x) 为多项式时, 可被 r(x) 加速的语言最少具有指数 复杂度(由 Grzegorczyk 分层), 且存在一个指数复杂度的语言可被该 r(x) 加速, 而加速后的语言仍具有指 数复杂度。

    定理5.1的证明：(1) 取 r(x)=um(x), 则任给具有   复杂度的语言 L, 存在 r(x)∈   及图灵机 Mi, Mi 接受 L 且 Si(x)≤rm(x). 由于 rm(x)∈  ,故存在 k, 使得 rm(x)≤um(k)(x). 假设 L 可被 r(x) 加速, 则有 接受 L 的另一图灵机Mj, 使得r(k+1)(Sj(x))≤Si(x)≤um(k)(x). 而 Sj(x)≥x, 所以um(k+1)(x)≤um(k)(x), 这与性质 3.6 矛盾。故 L 不能被 r(x) 加速。

    (2). 由引理5.1, 存在语言 L, 满足

       (a). 如果 Mi 接受 L, 则 Si(x)>um+1(x-i)  a.e.

       (b). 任给 k, 存在接受 L 的图灵机 Mj, 使得 Sj(x)≤um+1(x-k)  

又因 r(x)∈   , 故存在 k0, 使得 r(x)≤um^{(  )}(x).

    现在对任给的接受 L 的图灵机 Mi, 由(a)可知 Si(x)>um+1(x-i)  a.e.,取k=i+k0+1, 则由(b)可知, 存在 接受 L 的图灵机 M_j, 使得 Sj(x)≤um+1(x-k),所以 r(Sj(x))≤um(  )(um+1(x-k))=um+1(x-k+k_0)<um+1(x-i)<Si(x).

    定理5.2 (内部位移加速定理) 设   =∪   为   的一加速分层。则对任意的 m 和 k, 存在具有复杂度 的语言 L, 使得任给接受 L 的图灵机 Mi, 都存在满足下述条件的图灵机 Mj
    (1). Mj 接受 L;  

    (2). Sj(n)≤Si(n-c)   a.e.

    证明  由引理5.1, 对于 m, 存在具有     复杂度的语言 L, 使得

    (a). 任给 Mi 接受 L, 都有 Si(n)>um+1(n-i)  a.e.

    (b). 对于 k=i+c, 存在 Mj 接受 L, 且 Sj(n)<um+1(n-i-c)所以  Si(n-c)>um+1(n-i-c)>Sj(n)  a.e.
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